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Ritroviamo i risultati nel caso del portafoglio a due titoli della scorsa
lezione usando i moltiplicatori di Lagrange.








con il vincolo w1 + w2 = 1.
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Ritroviamo i risultati nel caso del portafoglio a due titoli della scorsa
lezione usando i moltiplicatori di Lagrange.








con il vincolo w1 + w2 = 1.
La lagrangiana del problema e`








2 + 2ρσ1σ2w1w2 −m(w1 + w2 − 1)
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Imponiamo le condizioni di stazionarieta`
Lw1(w1, w2;m) = 0
Lw2(w1, w2;m) = 0
w1 + w2 = 1
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w1 + w2 = 1
Risolvendo il sistema troviamo
w1 =



















Esempio Minimizzare il rischio di un portafoglio costituito da due
titoli a1 con σ1 =
1
4 e a2 con σ2 =
1
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2w1 + w2 = 16m
w1 + 8w2 = 16m
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Se con gli stessi valori di rischio consideriamo una correlazione di segno



































che conduce alla ripartizione ottimale del portafoglio
w1 =
2(2− ρ)





Per vedere se siano possibili posizioni di short sul titolo piu` rischioso
in funzione della correlazione basta risolvere il sistema di disequazioni
1− 2ρ
5− 4ρ > 0
−1 < ρ < 1
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2ρ2 − 5ρ+ 2












2ρ2 − 5ρ+ 2






e` la correlazione che genera il rischio massimo che va evitata
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con portafoglio di minimo rischio
w1 =






























Massimizzando rispetto a ρ, σ2min ricordato che assumiamo σ1 < σ2 si




Esercizio Determinare la correlazione di rischio massimo di un por-
tafoglio costituito da due titoli a1 con σ1 =
1
2 e a2 con σ2 = 1
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
Matrice (vettore riga 1× n) dei pesi di portafoglio
W = (w1w2 · · · wn)
Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
w1 + · · ·+ wn = 1 ⇐⇒ O ·W t = 1
W t denota la trasposizione matriciale: e` un vettore riga 1× n
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze.
15/23 Pi?
22333ML232
M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze. Gli elementi della
diagonale principale di C sono le varianze dei titoli cii = σ
2
i .
C e` una matrice simmetrica cij = cji che assumiamo essere defini-
ta positiva vale a dire tale che tutti i determinanti dei minori di
Nord-Ovest sono positivi (criterio di Sylvester). Equivalentemente
per ogni matrice riga non nulla X = (x1 · · ·xn) si ha X · C ·X t > 0.
In conseguenza di questa ipotesi C e` invertibile
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Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
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Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
Il rischio a sua volta e`








Il punto di minimo rischio
Esempio Determinare il portafoglio di minimo rischio per tre titoli
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Possiamo o applicare la formula (σmin) o risolvere il problema con il
metodo dei moltiplicatori. Per semplicita` di scrittura pongo W =
(x y z) vettore riga con x+ y + z = 1 e quindi
σ2 = W · C ·W t = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
con il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
con il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
Le condizioni di stazionarieta` sono
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0





4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0





4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0

















4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0





























Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.




Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.
Per la determinazione dei pesi ottimali si usa il teorema dei moltipli-
catori di Lagrange.
Teorema
Nel portafoglio con minimo rischio i pesi sono dati da
W =
1












































































Infine osservato che O · C−1 = (1, 25 , 15) ho che
W =
1






















Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre







e` W = (
4
5
,
4
15
, − 1
15
)
